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Performing a mathematical and informational task  
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Multi-stage math and information tasks for students are a kind of creative laboratory in which they show their abilities 
not only as mathematicians, but also as programmers and artists. Stepwise research on the dynamics of functions of complex 
variables and their visualisation contribute to the development of students’ creativity and the formation of skills in the field of 
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Креативность как способность к твор-
честву является одной из важнейших 
составляющих творческой личности, 

способной решать широкий спектр задач, которые 
ставит информационное общество. Это важное 
качество обеспечивает приспособление индивида 
к быстро меняющимся условиям жизни, является 
залогом успеха личности в профессиональной дея
тельности [Чебунькина: 217; Секованов, 2016б: 
189; Катержина: 24]. 

Большую роль в развитии этого важного ка-
чества играет выполнение обучающимися мно-
гоэтапных математико-информационные зада-
ний  (ММИЗ) [Секованов, 2016а: 213; Секованов, 
2013б: 155; Секованов, 2017: 140]. 

Мы рассмотрим многоэтапное математико-ин-
формационное задание (ММИЗ), которое являются 
специально составленной последовательностью 
задач, упражнений, проблем и дидактических си-
туаций, которые соединяют друг с другом: 

а) различные виды творческой математической 
деятельности;

б) создание художественных композиций с по-
мощью фракталов;

в) проведение компьютерных экспериментов;
г) проведение лабораторных работ по математике;
д) поиск информации в Интернете;
е) креативные качества студентов.
Многоэтапное математико-информационное за-

дание является лабораторией формирования кре-
ативности для обучаемых. При их выполнении 
у  студента развивается интеллект, конвергентное 
и дивергентное мышление, вырабатывается уме-
ние прогнозировать результаты математической 
деятельности, развиваются рефлексивные способ-
ности, толерантность к неизвестности, неопреде-
ленности и новизне, мотивация к предмету, форми-
руются эстетические и нравственные качества.

ММИЗ является для студентов творческой ла-
бораторией, поскольку при его выполнении они 
выступают в роли математиков, программистов, 
компьютерных художников и пользователей ло-
кальных и глобальных сетей.
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В данной статье предлагается многоэтапное 
математико-информационное задание, связанное 
с решением задач голоморфной динамики, находя-
щей в настоящее время многочисленные приложе-
ния (рис. 1).

Развитию креативности, многоэтапным мате-
матико-информационным заданиями голоморфной 
динамике посвящены многочисленные работы, 
в т.ч. [Секованов 2012а: 153; Секованов 2012а: 23; 
Секованов 2012б; Секованов 2007]. 

На наш взгляд, положительную роль при раз-
витии креативности студентов окажет выполнение 
многоэтапного математико-информационного за-
дания «Исследование динамики семейства рацио-
нальных функций», состоящего из четырех этапов. 
При выполнении каждого этапа у студента форми-
руются креативные качества и повышается моти-
вация к изучению математики и программирова-
ния [Секованов 2018: 144; Секованов 2016в: 143; 
Секованов 2013в]. 

Следует отметить, что большинство предлагае-
мых задач в данном ММИЗ нестандартны, решения 
их требует от студента проявления толерантности 
к новизне, оригинальности мышления  – важней-
ших креативных качеств. Исследование бассейнов 
притяжения неподвижных точек, как аналитиче-
скими методами, так и с помощью компьютерных 
экспериментов, развивает гибкость мышления 
студента – важного креативного качества. И, нако-
нец, выдвижение гипотез и их проверка нацелены 
на развитие креативного качества – интуитивного 
мышления. Следует отметить, что множества Жю-
лиа являются одними из самых красивых математи-
ческих объектов. При выполнении данного ММИЗ 
студент является одновременно математиком, про-
граммистом и компьютерным художником, что по-
зитивно влияет на развитие его креативности. 

Этап 1. Процесс итерирования функций при-
меняется достаточно часто. Студенты знакомятся 
с данным методом при решении нелинейных урав-
нений, изучении оператора сжатия, при доказатель-
стве теоремы о существовании и единственности 
решения дифференциального уравнения и  изуче-
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нии других вопросов. Однако на данном этапе они 
встречаются с новыми типами задач, связанных с 
понятием итерация. 

Пусть мы имеем f(z) – некоторую функцию. По-
ложим ( ) ( 1)( ) ( ( )), 1, 2, ...n nf z f f z n−= = , где 

( ) ( )nf z  означает взятие n-й итерации функции f(z). 
Например если f(z)=z2, то ( ) 2( ) nnf z z= . Для разви-
тия гибкости мышления студенту целесообразно 
провести вычисления, используя как математиче-
ские методы, так и компьютерные эксперименты. 

Пусть f(z) – полином комплексной переменной. 
Множество Жюлиа для f(z), обозначаемое J(f), 
определяется как ( )( ) { : ( ) , }nJ f z f z n= ∂ → ∞ → ∞ , 
где ∂  – граница области притяжения бесконечно-
сти. Таким образом множество Жюлиа является 
границей бассейна притяжения неподвижной при-
тягивающей точки z = ∞.

Под заполняющим множеством Жюлиа мы бу-
дем понимать те множества, орбита точек которых 
поймана. 

На примере рассмотренной выше функции 
f(z)=z2 студенту полезно построить заполняющее 
множество Жюлиа и множество Жюлиа двумя спо-
собами:

1) используя аналитические методы;
2) используя компьютерную программу.
Данный подход нацелен на развитие гибкости 

мышления студента и усиление его мотивации 
к  информационным и коммуникационным техно-
логиям (ИКТ). 

Рассмотрим заполняющие множества Жюлиа 
на примере полиномов второй степени. Студенты 
с помощью выдвижения гипотез и их проверки 
должны показать, что точки, не принадлежащие 
заполненному множеству Жюлиа, будут являться 
элементами бассейна притяжения неподвижной 
точки z = ∞. Начать следует с рассмотренной выше 
функции f(z)  =  z2. Здесь студенты рассматривают 
различные точки и исследуют их орбиты, выдви-
нув гипотезу: если модуль точки z больше едини-
цы, то ее орбита будет стремиться к ∞. Если же 

Рис. 1. Схема многоэтапного математико-информационного задания
 

Начало. 
Постановка 

задачи. 
Основные 

определения 
 

Исследование 
динамики 
семейства 

рациональных  
функций 

комплексной 
переменной 

Исследование функции 
 

Исследование функции 
 

Этап 3. 
Исследование 

динамики 
рациональных 

функций 
 

Разработка компьютерной 
программы для построения 

бассейнов притяжения 
неподвижных точек 

Этап 2. 
Построение бассейнов 

притяжения с помощью ИКТ 

Итерирование  
функции комплексной 

переменной 

Примеры множеств 
Жюлиа полиномов 

Этап 1. 
Определение бассейна 
притяжения. Примеры. 

Выявление бассейнов 
притяжения семейства 

функций 

 

Этап 4 
Проведение 

компьютерных 
экспериментов для 

выявления 
бассейнов 

притяжения 
семейства функций 

Математические  
задачи 

Выполнение математико-информационного задания...



Вестник КГУ    2020 190

ТЕОРИЯ И МЕТОДИКА ОБУЧЕНИЯ

модуль точки z меньше единицы, то орбита такой 
точки будет стремиться к нулю.

Далее студентам предлагается построить мно-
жества Жюлиа для различных квадратичных функ-
ций. Выдвигая гипотезы и проводя их проверку, 
студенты уточнят бассейны притяжения непод-
вижных точек и, используя компьютерную про-
грамму, строят множества Жюлиа (рис. 2–5), что 
указывает им на важность интеграции математики 
и программирования и вырабатывается креативное 
качество – толерантность к новизне. 

Приведем примеры множеств Жюлиа (рис. 2–5).
Студентам полезно пояснить действие алгорит-

ма построения заполняющего множества Жюлиа:
1) находим его n-ю итерацию f  (n)  (z) (обычно 

достаточно взять n=20) на комплексной плоскости 
(ее имитирует монитор компьютера). 

2) точка z отмечается черным цветом, если ее 
орбита z → z1 → z2 → … → zn →… ограничена (для 
ограниченности орбиты достаточно, чтобы было 

4nz ≤ ).

3) в противном случае данная точка пропуска-
ется и исследуется следующая точка комплексной 
плоскости. Процесс закончится тогда, когда будет 
исследована орбита каждой точки видимой части 
экрана компьютера. 

Далее следует предложить студентам задачи:
a) выявить заполняющие множества Жюлиа для 

функций f(z) = z3 и h(z) = z4; 
b) построить множества Жюлиа для данных 

функций;
c) провести анализ действий, выполненных 

в пунктах а) – б).
Этап 2. Для студентов понятие «бассейн при-

тяжения» является новым. Здесь полезно выяснить 
сначала как ведут себя орбиты точек простейшей 
функции f(z)  =  z2. После проведенных действий 
следует дать определение:

бассейном притяжения точки x0 для отображе-
ния f называется множество

Af (x0) = {x ∈C, fn(x) → x0, n → ∞}
Бассейн притяжения цикла – есть объединение 

бассейнов притяжения всех точек этого цикла.
В качестве примера рассмотрим алгоритм по-

строения бассейнов притяжения неподвижных то-
чек применительно к рациональной функции 

3

2
( )

1
zf z

z
=

−
. Студенты должны проводить дей-

ствия по следующей схеме:
1) находят неподвижные точки данной функции 

при решении уравнения f(z) = z. После несложных 
вычислений получаются три неподвижные точки: 

Рис. 2. Заполняющее множество Жюлиа  
для функции 2 0,) , 2( 4 0 if z z + +=

Рис. 3. Заполняющее множество Жюлиа  
для функции 2( ) 0, 24251 0,8271f z z i= − +  

Рис. 4. Заполняющее множество Жюлиа  
для функции 2( ) 0, 25f z z= −  

Рис. 5. Заполняющие множества Жюлиа  
для функции 2( ) 1f z z= −
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z1 = 0, 2

1
2

z = , 3

1
2

z = − ; 

2) определяют характер неподвижных точек 
и  находят производную данной функции 

2 4

2

3 4( )
1
z zf z

z
−=′

−
, вычисляют ее значения в точках 

f ʹ(z1) = 0, f ʹ(z2) = 6, f ʹ(z3) = 6, и делают вывод, что 
точка z1 – притягивающая, а точки z2 и z3 – отталки-
вающие;

3) разрабатывают алгоритм построения бассей-
на притяжения неподвижной притягивающей точ-
ки z1 = 0; описывают основной модуль алгоритма, 
определяют функцию:

function fx(z: complex): complex; 
begin 
fx := z*z*z/(1-z*z); 
end. 
Далее рассматривают точку комплексной пло-

скости с и вычисляют наперед заданное число ите-

раций iter функции 
3

2
( )

1
zf z

z
=

−
 в точке с.

for i:=1 to width do 
for j:=1 to height do begin 
c := (x_min +i * dx ,y_min + j * dy);
try 
for k:=1 to iter do c := fx(c);
kef := power(c.real, 2) + power(c.imaginary, 2);
if(abs(kef)<1) then 
setpixel(i,j, clblack );
except 
end; 
end; 
Если квадрат модуля вычисленной итерации 

f  (iter)(z) меньше единицы, то данную точку закра-
шивают в черный цвет (она принадлежит бассей-

ну притяжения). В противном случае данная точка 
пропускается и рассматривается другая точка ком-
плексной плоскости;

4) строят бассейн притяжения точки z1 = 0, со-
стоящий из точек черного цвета (рис. 6).

Следует отметить, что при выполнении данно-
го этапа студент мыслит как логически, так и об-
разно, исследует объект аналитическими методами 
с использованием ИКТ. 

Для развития важнейшего креативного каче-
ства – гибкости мышления – студентам полезно по-
строить бассейн притяжения точки z1 функции 

3

2
( )

1
zf z

z
=

−
, используя математический пакет.

Этап 3. Для развития интуитивного мышле-
ния студенту ставится вопрос: будет ли точка из 
бассейна притяжения периодической? Сначала 
студент будет выдвигать различные гипотезы, 
осуществлять их проверку. После проведенных 
исследований он доказывает, что каждая точка, 
принадлежащая бассейну притяжения, не является 
периодической.

Доказательство. Предположим противное. То 
есть то, что существует точка z ≠ z0 периода n ∈ N. 
Тогда будем иметь: f (n) (z) = z. Пусть k ∈ N. Нетруд-
но заметить, что будет выполняться равенство (1):

                            f (kn) (z) = z                                (1)
Поскольку ( )

0lim ( )n
n

f z z
→∞

= , то равенство (1) не-

возможно.
Согласно лемме, ни одна конечная точка бас-

сейна притяжения комплексной плоскости не яв-
ляется периодической. Здесь студентам следует 
предложить обосновать данное утверждение.

Рассмотрим теперь функцию 1( )
1 2

zf z
z

=
−

. 

Найдя неподвижные точки функции f1(z), решая 

уравнение 
1 2

z z
z

=
−

, студенты убеждаются, что 

точка z = 0 является единственной неподвижной 
точкой данной функции. Далее они показывают, 
что данная неподвижная точка – нейтральная. Дей-

ствительно, ( )1 2

1( )
(1 2 )

f z
z

′
=

−
 и f1(0) = 1.

Затем студенты находят итерации функции f1(z):

(2)
1

1 2( )
1 41 2

1 2

z
zzf z z z

z

−= =
−−

−

,

(3)
1

1 4( )
1 61 2

1 4

z
zzf z z z

z

−= =
−−

−

, …

Взяв несколько точек комплексной плоскости, 
они убеждаются, что их орбита стремится к нулю 
и, развивая интуитивное мышление, вновь выдвига-
ют гипотезу: для каждой конечной точки комплекс-

Рис. 6. Бассейн притяжения точки z1 функции 
3

2
( )

1
zf z

z
=

−

Выполнение математико-информационного задания...
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ной плоскости ее орбита стремится к нулю. Следу-
ющим шагом является проверка истинности данной 
гипотезы. Используя метод математической индук-

ции, студенты получат: ( )
1 ( )

1 2
n zf z

nz
=

−
, а, следо-

вательно, ( )
1lim ( ) lim 0

1 2
n

n n

zf z
nz→∞ →∞= =

−
.

Здесь полезно со студентами провести компью-
терный эксперимент с помощью несложной про-
граммы, подтверждающей равенство нулю предела 

n-й итерации функцию 1( )
1 2

zf z
z

=
−

 при любом 

выборе числа z. 
uses crt, GraphABC;
var i, n: integer; var z, y: complex;
begin
readln(n); z:=(2,1); clrScr;
for i:=1 to n do 
begin 
y:=(z)/(1-2*z);z:=y; 
writeln(y)
end;
end.
Таким образом, бассейном притяжения не-

подвижной точки z = 0 является вся комплексная 
плоскость (черный цвет рис. 7), а границей бассей-
на притяжения согласно Минлор [Минлор] будет 
множество Жюлиа, совпадающее с пустым множе-
ством.

Рассмотрим теперь функцию 
2

2 2
( )

1 2
zf z

z
=

−
. 

Положим 1( )z
z

ω φ= =  и 2( ) 2g ω ω= − . Покажем, 

что 1
2g f φ φ −= . Действительно, 1 1( )z φ ω

ω
−= =  

имеем ( )

2

1
22 2

1
1

211 2
f  ωϕ ω

ω
ω

−

 
  

= =
− −   

. Далее 

имеем ( )1
2f g ϕ ϕ ω− = , что и требовалось дока-

зать. То есть мы имеем ( )
2

1
1

g y
f

ω

ω

= =
 
  

. Най-

дем вторую итерацию функции ( ) g ω . Имеем: 

( ) ( )
( )

2

2
2 22 2

2

1 1 1 .
1 11
1

1

g
f ff f

f

ω

ωω

ω

= = =
      

        
      

 

Используя метод математической индукции, полу-
чим (2) 

                  ( ) ( )
( )

2

1  
1

n

n

g
f

ω

ω

=
 
  

                         (2)

Следуя [1] и используя (2), приведем схему до-
казательства, что для каждой точки [ ]\ 2;2ω ∈ − , 

( ) ( )ng ω → ∞ . 
Замечание. Здесь студентам предлагается про-

вести пошаговое исследование. При выполнении 
первого шага им требуется проявить гибкость 
мышления, проводя сначала компьютерные экспе-
рименты, а потом, проявляя оригинальность мыш-
ления, установить неожиданную связь между мно-
жествам   – окружностью единичного радиуса 
с центром в начале координат и [ ]2;2−  – отрезком 

числовой прямой, при отображении ( ) 1h ω ω
ω

= + . 

На втором шаге студентам придется выдвигать ги-
потезы: внутренность   отобразится на отрезок 
[ ]2;2−  или его внешность [ ]\ 2;2 − . На третьем 
шаге студентам полезно сначала показывать с по-
мощью компьютерной программы, что предел 

( ) ( ) [ ], \ 2;2mg ω ω ∈ −  может принимать при раз-
личных ω  сколь угодно большие значения, а по-
том аналитически доказать выдвинутую гипотезу, 
что позитивно повлияет на мотивацию студента 
как к математике, так и к информационным и ком-
муникационным технологиям. И, наконец, вновь 
проводя компьютерные эксперименты и применяя 
аналитические методы, студент устанавливает 
включение [ ]( ) [ ]2;2 2;2g − ⊆ − . Здесь полезно сту-
дентам предложить задачу: выполняется ли равен-
ство [ ]( ) [ ]2;2 2;2g − = − .

1) Замечаем сначала, что ( ) 1z h w w
w

= = +  

отображает единичную окружность S радиуса 1 
с центром в начале координат ( 1w = ) на отрезок 

[ ]2; 2−  .

2) Замечаем, что, если 1w > , то  

1w
w

+ ∈ [ ]\ 2; 2C − . То есть внешность круга, огра-

ниченного окружностью   единичного радиуса 
с  центром в начале координат отображается на 
внешность отрезка [ ]2; 2− .Рис. 7. Бассейн притяжения неподвижной точки  

z = 0 функции 1( )
1 2

zf z
z

=
−
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3) Проверяется, что ( ) ( ) 2
2

1m

m
mg ω ω

ω
= +  и 

( ) ( )( )( ) 2
2

1lim lim m

m
m

m m
g h ω ω

ω→∞ →∞

 = + = ∞  
.

4) Устанавливается, что [ ]( ) [ ]2;2 2;2g − ⊆ −
В силу 1) – 4) делается заключение – множе-

ством Жюлиа для рациональной функции является 
отрезок [ ]2; 2− . 

Заметим, что множество Жюлиа для 
( ) 2 2g ω ω= −  не является фракталом и заполняю-

щим множеством Жюлиа полинома ( ) 2 2g ω ω= −
также будет отрезок [ ]2; 2− .

Пусть теперь 0z  – некоторое комплексное чис-

ло, принадлежащее множеству [ ]\ 2;2 − . Суще-

ствует такое комплексное число 0ω , что 0
0

1 z
ω

=  и 

[ ]
0

1 \ 2;2
ω

− . Согласно равенству (2) будем иметь 

( )
2

0

1 .
1nf

ω

→ ∞
 
  

 Следовательно, ( )
2

0

1 0.nf
ω

 
→  

 

То есть ( ) ( )2 0 0nf z → . Резюмируя наше исследова-

ние, заключаем, что бассейном притяжения непод-
вижной точки 0z =  является множество [ ]\ 2;2 −  , 
а границей бассейна притяжения, согласно Мин-
лор, [Минлор] будет множество Жюлиа, совпадаю-
щее с множеством [ ]\ 2;2 −  (рис. 8).

Этап 4. Здесь следует указать студентам, что 
выявление бассейнов притяжения неподвижных 
точек аналитическими методами часто бывает за-
труднительным. Однако эффективным средством 
построения данных множеств являются компью-
терные программы. Студенты должны разработать 
алгоритм построения бассейнов притяжения не-
подвижной точки 0 z =  семейства рациональных 

функций ( )
21

n

n

zf z
z

=
−

. Здесь им необходимо вос-

пользоваться алгоритмом, описанным при выпол-
нении второго этапа (см. рис. 6). 

При 2n =  получим бассейн притяжения непод-
вижной точки 0 z =  (рис. 9, черный цвет).

Рис. 8. Бассейн притяжения функции 

( )
2

2 21 2
zf z

z
=

−

Рис. 9. Бассейн притяжения функции 

( )
2

2 21
zf z

z
=

−

Рис. 10. Бассейн притяжения функции 

( )
4

4 21
zf z

z
=

−

Рис. 11. Бассейн притяжения функции 

( )
11

11 21
zf z

z
=

−

При 4n =  получим бассейны притяжения не-
подвижной точки 0 z =  (рис. 10, черный цвет).

При 11n =  получим бассейн притяжения не-
подвижной точки  0 z =  (рис. 11, черный цвет).

При исследовании бассейнов притяжения не-
подвижной точки 0z =  данного семейства функ-
ций студенты развивают важное креативное каче-
ство – интуитивное мышление, выдвинув 
гипотезу – при увеличении числа n бассейн притя-

Выполнение математико-информационного задания...
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жения неподвижной точки 0z =  функции 

( )
21

n

n

zf z
z

=
−

, будет приближаться к кругу. 

Полезно предложить следующую задачу: выя-
вить хотя бы один бассейн притяжения точки  0z =  
(рис. 3, 8– 10) аналитическими методами.

Для повышения мотивации к занятиям по ком-
пьютерной графике и программированию студен-
там полезно задать домашнее задание: создать 
художественные композиции, используя рисунки 
2–11 и компьютерные технологии. 

Таким образом, при выполнении многоэтап-
ного математико-информационного задания «Ис-
следование динамики семейства рациональных 
функций» студенты развивают гибкость, ориги-
нальность мышления, интуитивное мышление, 
толерантность к новизне и эстетические качества. 
Кроме того, они оказываются в роли математика, 
программиста, компьютерного художника, что по-
зитивно влияет на развитие их креативности.

В заключении отметим, что мы начинаем прак-
тиковать написание ВКР студентом как разработку 
и выполнение ММИЗ, что, на наш взгляд, поможет 
ему глубже установить глубинные связи между от-
дельными темами диплома и способствовать раз-
витию гибкости и критичности мышления – важ-
нейших креативных качеств. 
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