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ства Жюлиа и лепестки Ло-Фату. Изучение данных множеств связано как с использованием математических мето-
дов, так и с применением информационных и коммуникационных технологий, что создает благоприятные условия 
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Голоморфная динамика в настоящее время интен-
сивно развивается и находит многочисленные прило-
жения [Секованов 2021а: 5]. Данная дисциплина тесно 
связана с новыми ветвями современной математики: 
фрактальной геометрией [Секованов 2016б: 4], теори-
ей хаоса и синергетикой [Секованов 2019: 15]. Важ-
ной составляющей голоморфной динамики являются 
множества Жюлиа [Секованов 2015: 35]. Так, напри-
мер, на каждом своем множестве Жюлиа квадратичная 
функция хаотична, а множество Жюлиа, как правило, 
имеет фрактальную структуру. Отметим, что множе-
ства Жюлиа, за мелким исключением, имеют слож-
нейшую математическую структуру и построить их 
модели без использования компьютера практически 
невозможно [Секованов, Салов, Самохов: 86]. Отме-
тим также, что множества Жюлиа связаны с другими 
множествами, например таким, как цветок Ло-Фату. 
И, наконец, отметим, что множества Жюлиа являют-
ся одними из самых красивых математических объек-
тов [Пайген, Рихтер: 12]. Перечисленные выше свой-
ства множеств Жюлиа открывают широкий спектр 
возможностей для развития творчества обучаемых.

Настоящая статья посвящена развитию креатив-
ности студентов при изучении голоморфной динами-
ки в рамках многоэтапного математико-информаци-
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онного задания (ММИЗ) «Циклы, множества Жюлиа 
и лепестки Ло-Фату». Понятию креативность и мно-
гоэтапным математико-информационным заданиям 
посвящены многочисленные работы, среди которых 
укажем [Выполнение 2016: 118]. В работах [Мин-
лор: 3; Секованов 2021а: 4] излагаются основные по-
ложения голоморфной динамики, знакомство с кото-
рыми дает возможность обучающемуся развить свой 
интерес к математике и информатике.

Как уже отмечалось, при выполнении данного 
ММИЗ студенты имеют возможность познакомиться 
с множествами Жюлиа и лепестками Ло-Фату.

ММИЗ являются лабораторией формирования 
креативности студентов. При их выполнении у обуча-
ющихся развиваются гибкость мышления, интуиция, 
вырабатывается умение прогнозировать результаты 
математической деятельности [Выполнение 2024: 63].

Следует отметить, что множества Жюлиа в насто-
ящее время используются в качестве математических 
моделей [Секованов 2021б: 163, Секованов 2017: 4]. 
Например, в физике данные множества применяют-
ся при разработке математических моделей фазовых 
переходов.

Итерациями функций на вещественной и ком-
плексной плоскостях занимались длительное вре-

Рис. 1. Схема-план ММИЗ «Циклы, мно-
жества Жюлиа и лепестки Ло-Фату»
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мя [Пайген, Рихтер: 3]. Так, например, появились 
важнейшие понятия «динамика Ферхюльста», «кон-
станта Фейгенбаума», «проблема Кэли», «лепесток 
Ло-Фату», «диск Зигеля», «кольцо Эрмана».

В настоящей статье в рамках вышеуказанного 
ММИЗ мы рассмотрим множества Жюлиа, притя-
гивающие циклы и лепестки Ло-Фату, на примере 
семейства комплексных полиномов ( ) 2

cf z z c= + . 
Схема-план ММИЗ «Циклы, множества Жюлиа и ле-
пестки Ло-Фату» указана на рисунке 1.

Этап 1. Основные определения, терминология. 
Примеры.

Напомним, что точка 0z  называется неподвиж-
ной, если ( )0 0f z z= . Если же ( ) ( )0 0nf z z=  ( 1n > ), 
то точку 0z  мы назовем периодической точкой. Такое 
наименьшее n, при котором ( ) ( )0 0nf z z= , называет-
ся периодом 0z . Если 1λ >  ( 1λ = , 1λ <

 ), то точка 
z называется отталкивающей (соответственно, ней-
тральной, притягивающей), где ( ) ( )( )nf zλ ′= .

Например, функция ( ) 2 1f z z= −  имеет две не-

подвижные отталкивающие точки 1
5 1
2

z −
=

 , 

2
5 1
2

z +
=

 , а вторая итерация данной функции 
( ) ( )2 4 22f z z z= −  имеет неподвижные притягиваю-

щие точки 3 0z =  и 4 1z = − . Для функции ( )f z  точ-
ки 3z  и 4z  будут иметь период, равный двум.

Функция ( ) 2 1
4

f z z= +  будет иметь неподвиж-

ную нейтральную точку 
1
2

z = , поскольку ( ) 1f z = .

Под орбитой точки z будем понимать последова-
тельность ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 3, , , , ..., ,...nz f z f z f z f z .

Например, для функции ( ) 3f z z=  орбитой точ-

ки z является последовательность { }3 3, , ..., , ...nz z z .
П у с т ь  0z   –  п р и тя г и ва ю щ а я  н е п од -

вижная  точка  функции  f .  Множе ство 
( ) ( ) ( ){ }0 0: ,nA z z C f z z n= ∈ → →∞  будем называть 

бассейном (областью) притяжения точки 0z .
Пусть ( ) 3f z z= .  Поскольку ( ) ( ) 3n nf z z=

 , 

то ( ) ( )( )lim n

n
f z

→∞
= ∞  при 1z >  и ( ) ( )( )lim 0n

n
f z

→∞
=  

при 1z < , то две неподвижные точки 1 0z = , 2z = ∞  
имеют два бассейна притяжения: внутренность кру-
га единичного радиуса с центром в начале коорди-
нат (точка  1z ); внешность круга единичного радиуса 
с центром в начале координат (точка  2z ).

Этап 2. Структура неподвижных точек.
Замечание: если функция ( )cf z  имеет одну не-

подвижную притягивающую точку и одну неподвиж-
ную отталкивающую точку, то для краткости изло-
жения будем говорить, что имеет место случай (PО) 
или выполняется условие (PО); соответственно, 

если функция ( )cf z  имеет одну неподвижную при-
тягивающую точку и одну неподвижную нейтраль-
ную точку, то – (PN). Аналогично обозначим слу-
чаи (PР), (NN), (NO), (OO)).

В работах [Секованов, Рыбина, Березкина: 144, 
Секованов 2021б: 163] мы не ставили задачу раз-
деления типов нейтральных неподвижных точек. 
При выполнении данного ММИЗ будем рассматри-
вать рационально-нейтральные (параболические) не-
подвижные точки и иррационально нейтральные не-
подвижные точки. 

Определение 1. Пусть дана голоморфная функция 
( )f z . Будем считать, что данная функция имеет ра-

ционально-нейтральную неподвижную (параболи-
ческую) точку z, если ( ) 2 if z e π α′ = , где α  – рацио-
нальное число. 

Под структурой неподвижных точек семейства 
функций будем понимать диады, компонентами ко-
торых являются притягивающие, нейтральные и от-
талкивающие точки при конкретных значениях па-
раметра с.

Структура неподвижных точек и орбиты несколь-
ких точек функции ( ) 2

cf z z c= +  отражены в табли-
це 1. Отметим, что в данной таблице указано наличие 
нейтрально-рациональных (параболических) точек. 
Видим, что некоторые орбиты стремятся к непод-
вижным точкам (притягивающим и нейтральным) 
по-разному. 

Этап 3. Множества Жюлиа семейства функций 
( ) 2

cf z z c= +  при различных значениях параметра с.
1. Рассмотрим случай (PО) (табл. 1).
Если 0,39 0,58c i= − − , то точка 1 0,3671 0,3344z i≈ − − 

1 0,3671 0,3344z i≈ − −  является притягивающей неподвижной 
точкой, а точка 2 1,3671 0,3344z i≈ +  – отталкиваю-
щей неподвижной точкой.

Если 0,12375 0,565c i= − + ,  то 1 0, 225 0,3897z i≈ − +  
1 0, 225 0,3897z i≈ − +  , 2 1, 22 0,3897z i≈ −   – неподвижные точ-

ки, первая из которых притягивающая, а вторая – от-
талкивающая. 

В рассмотренных двух случаях в зависимости 
от стартовой точки z имеются три возможности:

1) если точка z находится внутри закрашенно-
го множества (заполняющего множества Жю-
лиа), то ее орбита будет стремиться к неподвиж-
ной притягивающей точке 1 0,3671 0,3344z i≈ − −  
в первом случае, когда 0,39 0,58c i= − −  (рис.  2) 
или к 1 0, 225 0,3897z i≈ − +  во втором случае, когда 

0,12375 0,565c i= − +  (рис. 3). В обоих случаях име-
ется притягивающий цикл периода 1.

2) если точка z находится вне закрашенного мно-
жества (заполняющего множества Жюлиа), то ее ор-
бита будет стремиться к бесконечности (здесь также 
наблюдается притягивающий цикл периода 1, по-
скольку бесконечно удаленная точка является непод-
вижной и сверхпритягивающей);

Выполнение многоэтапного математико-информационного задания...
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3) если точка z находится на границе закрашен-
ного множества (множества Жюлиа), то ее орби-
та будет хаотично перемещаться по данному мно-
жеству.

2. Рассмотрим случай (NN) (табл. 1).
Здесь значение параметра 0,25c = , а точки 

1 2 0,5z z= =  будут совпадающими нейтральными 
неподвижными точками. В данном случае если точ-
ка z находится внутри закрашенного множества (за-
полняющего множества Жюлиа), то ее орбита будет 
стремиться к неподвижной нейтральной точке, если 
же точка будет находиться вне закрашенного множе-
ства, то ее орбита будет стремиться к бесконечно-
сти (рис. 1). Здесь отличие от предыдущего случая 
заключается в том, что стартовая точка может нахо-
диться очень близко к нейтральной неподвижной точ-
ке, но орбита ее будет стремиться к бесконечности, 
что указывает на наличие Лепестка Ло-Фату.

3. Рассмотрим случай (NO) (табл. 1).
Если значение параметра 0,75c = − , то точка 

1 0,5z = −  является нейтральной неподвижной точ-
кой, а точка 2 1,5z =  – отталкивающей неподвижной 
точкой. В данном случае (NO) орбита точки будет ве-
сти себя так же, как и в предыдущем случае (NN): по-
является лепесток Ло-Фату (рис. 4).

Е с л и  0,481762 0,53165c i= − −  ,  т о  т оч к а 
1 0, 4045 0,2939z i≈ − −  будет нейтральной неподвиж-

ной точкой, а точка 2 1, 2737 0,4782z i≈ −  – отталки-
вающей неподвижной точкой. Здесь появляется при-
тягивающий цикл периода 5. Все пять точек данного 
цикла отщепляются от точки 1 0,4045 0,2939z i≈ − − , 
изображенной крупной точкой (рис. 5). Налицо при-
тягивающий цикл.

4. Рассмотрим случай (ОO) (табл. 1).

Если 0,12 0,74c i= − + , то точки 1 0,2737 0,4782z i≈ − +  

1 0, 2737 0,4782z i≈ − +  и 
2 1, 2737 0,4782z i≈ −  являются отталки-

вающими неподвижными точками. В данном случае 
множество Жюлиа состоит из бесконечного числа 
деформированных окружностей, образующих связ-
ное множество. Внутренние точки данного множе-
ства притягиваются не одной неподвижной точкой, 
а циклом из трех точек, отмеченных на рисунке бо-
лее крупно (рис. 7).

Если 1c = − , то получим две неподвижные оттал-

кивающие точки 1
1 5

2
z +
=  и 2

1 5
2

z −
= . Внутрен-

ние точки данного множества притягиваются не од-
ной неподвижной точкой, а циклом из двух точек 
( )1; 0− , отмеченных на рисунке более крупно (рис. 6). 
Данные точки будут притягивающими неподвижны-
ми точками второй итерации ( ) ( )2

cf z  функции ( )cf z .
Отметим, что ни при каком значении параметра 

с случаи (PP) и (PN) (табл. 1) невозможны.
Также следует заметить, что орбиты нескольких 

неподвижных точек указывают характер их прибли-
жения к неподвижным точкам. 

При выполнении данного ММИЗ студентам пред-
лагается подробно выполнить все вычисления и про-
вести исследование характера неподвижных точек, 
указанных в таблице 1.

Кратко опишем алгоритм построения заполняю-
щегося множества Жюлиа. Комплексная величина 
c p iq= +  фиксируется (на комплексной плоскости 
ее имитирует монитор компьютера) и отмечают-
ся точка ( ),x y  (считаем, что z x iy= + ). Если ор-
бита ( ) ( ) ( )1 1, , ... , ...n nx y x y x y→ → → →  точки 
z x iy= +  ограничена, то она закрашивается в серый 
цвет. В противном случае данная точка пропускает-

Таблица 1
Семейство функций ( ) 2

cf z z c= +
№  

пункта 1z 2z Множество Жюлиа и неподвижные точки функции ( ) 2
cf z z c= +

1 Р Р –

2 P N –

3 N N

0,25c =
1 2 0,5z z= =  – нейтральные неподвижные точки

Рис. 1. Множество Жюлиа функции при 0,25c =
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№  
пункта 1z 2z Множество Жюлиа и неподвижные точки функции ( ) 2

cf z z c= +

4 Р О

0,39 0,58c i= − −
1 0,3671 0,3344z i≈ − −  – притягивающая неподвижная точка
2 1,3671 0,3344z i≈ +  – отталкивающая неподвижная точка

Рис. 2. Множество Жюлиа функции при 0,39 0,58c i= − −

0,12375 0,565c i= − +

1 0, 225 0,3897z i≈ − +  – притягивающая неподвижная точка
2 1,22 0,3897z i≈ −  – отталкивающая неподвижная точка

Рис. 3. Множество Жюлиа функции при 0,12375 0,565c i= − +

5 N O

0,75c = −
1 0,5z = −  – нейтральная неподвижная точка

2 1,5z =  – отталкивающая неподвижная точкой

Рис. 4. Множество Жюлиа функции при 0,75c = −

0,481762 0,53165c i= − −
1 0, 4045 0,2939z i≈ − −  – нейтральная неподвижная точка

2 1,2737 0,4782z i≈ −  – отталкивающая неподвижная точка

Рис. 5. Множество Жюлиа функции при <<15_Eqn00101.wmf>>

Продолжение таблицы 1

Выполнение многоэтапного математико-информационного задания...
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№  
пункта 1z 2z Множество Жюлиа и неподвижные точки функции ( ) 2

cf z z c= +

6 О О

1c = −

1
1 5

2
z +
=  – отталкивающая неподвижная точка

2
1 5

2
z −
=  – отталкивающая неподвижная точка

Рис. 6. Множество Жюлиа функции при 1c = −

0,12 0,74c i= − +
1 0, 2737 0,4782z i≈ − +  – отталкивающая неподвижная точка

2 1,2737 0,4782z i≈ −  – отталкивающая неподвижная точка

Рис. 7. Множество Жюлиа функции при 0,12 0,74c i= − +

Окончание таблицы 1

ся и исследуется следующая точка с координатами 
( ),x y h+ , где h – шаг, с которым изменяется пере-
менная величина y. Когда переменная y достигнет 
границы видимой части монитора, переменная x по-
лучит приращение h, и будет исследоваться орбита 
точки ( ),x h y+  и т. д. Данный процесс закончится 
тогда, когда будет исследована орбита каждой точки 
видимой части экрана. В результате искомое множе-
ство закрасится в серый цвет и будет заполняющим 
множеством Жюлиа.

Фрагмент программы построения множества Жю-
лиа представлен ниже:

procedure drawJulia;
var
z: Complex;
begin
for var x := 0 to picbox_width_div_2 do
for var y := 0 to Window.Height.Trunc do
begin
z := ((x - picbox_width_div_2) / M, (picbox_height_

div_2 - y) / M);
for var i := 1 to 100 do
z := f(z);

if (abs(z.Real) <5) and (abs(z.Imaginary) <5) then 
begin

SetPixel(x, y, Colors.LightBlue);
        SetPixel(2 * picbox_width_div_2 - x, 2 * picbox_

height_div_2 - y, Colors.LightBlue);
end;
end;
end;
Отметим, что от структуры заполняющегося мно-

жества Жюлиа зависит наличие нейтральных непод-
вижных точек.

Этап 4. Лепесток Ло-Фату семейства функций 
( ) 2

cf z z c= + .
Приведем пример программы, с помощью кото-

рой строятся орбиты точек, лепестки Ло-Фату и за-
полняющие множества Жюлиа:

function f(z: Complex): Complex;
begin result := z * z + C; end;
procedure drawXY(d: integer; c: integer);
vardx, x1, y1, x2, y2: integer;dl, l: real;s: string;
begin
Line(0, picbox_height_div_2, Window.Width, 

picbox_height_div_2);
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Line(picbox_width_div_2, 0, picbox_width_div_2, 
Window.Height);

dx := picbox_width_div_2 div d;
dl := dx / M;l := dl;x1 := picbox_width_div_2;x2 := 

x1;y1 := picbox_height_div_2 - 5;
y2 := picbox_height_div_2 + 5;  s := '';
while x1 < Window.Width do
begin
s := Round(l, c).ToString();x1 := x1 + dx; Line(x1, 

y1, x1, y2);
DrawText(x1 - 5, y2 + 5, 10, 5, s); Line(y1, x1, y2, 

x1);
DrawText(y2 + 13, x1 - 4, 10, 5, '-' + s);x2 := x2 - dx;
Line(x2, y1, x2, y2);DrawText(x2 - 5, y2 + 5, 10, 5, 

'-' + s);
Line(y1, x2, y2, x2);DrawText(y1 + 20, x2 - 4, 10, 

5, s);l := l + dl;
end;
DrawText(Window.Width - 15, picbox_height_div_2 

- 20, 10, 5, 'X');
DrawText(picbox_width_div_2 - 20, 5, 10, 5, 'Y');
end;
procedure drawJulia;
var
z: Complex;
begin
for var x := 0 to picbox_width_div_2 do
for var y := 0 to Window.Height.Trunc do
begin
z := ((x - picbox_width_div_2) / M, (picbox_height_

div_2 - y) / M);
for var i := 1 to 100 do
z := f(z);
if (abs(z.Real) <5) and (abs(z.Imaginary) <5) then 

begin
SetPixel(x, y, Colors.LightBlue);
SetPixel(2 * picbox_width_div_2 - x, 2 * picbox_

height_div_2 - y, Colors.LightBlue);
end;  end;end;
 procedure drawSpecPoint;
varz: Complex;x, y: integer;abs_z: real;
begin
z := (1 + sqrt(1 - 4 * C)) / 2;abs_z := round(abs(2 * 

z), 5);
Brush.Color := abs_z <1 ? Colors.Green : abs_z = 1 

? Colors.Gray : Colors.Red;
Circle(round(z.Real * M) + picbox_width_div_2, 

picbox_height_div_2 - round(z.Imaginary * M), 5);
z := (1 - z.Real, -z.Imaginary);  abs_z := round(abs(2 

* z), 5);
Brush.Color := abs_z <1 ? Colors.Green : abs_z = 1 

? Colors.Gray : Colors.Red;
Circle(round(z.Real * M) + picbox_width_div_2, 

picbox_height_div_2 - round(z.Imaginary * M), 5);
end;

procedure drawIteration;
var
z, z1, z2, z3: Complex;
begin
z := (0,0);z1 := (-0.1, -0.2);z2 := (-0.2, -0.1);z3 

:= (0.25, 0.15);
Brush.Color := Colors.White;
Circle(z.Real * M + picbox_width_div_2, picbox_

height_div_2 - z.Imaginary * M, 5);
for var i := 1 to 300 do
begin
Brush.Color := Colors.Yellow;
z := f(z);
Circle(z.Real * M + picbox_width_div_2, picbox_

height_div_2 - z.Imaginary * M, 2);
Sleep(400);  
Brush.Color := Brushes.Pink.Color;  z1 := f(z1);
Circle(z1.Real * M + picbox_width_div_2, picbox_

height_div_2 - z1.Imaginary * M, 2);
Sleep(400); 
Brush.Color := Brushes.Violet.Color;    z2 := f(z2);
Circle(z2.Real * M + picbox_width_div_2, picbox_

height_div_2 - z2.Imaginary * M, 2);
Sleep(400); 
Brush.Color := Brushes.DarkViolet.Color;    z3 := 

f(z3);
Circle(z3.Real * M + picbox_width_div_2, picbox_

height_div_2 - z3.Imaginary * M, 2);
Sleep(400); 
end;end;
begin
Window.Height := 800; Window.Width := Window.

Height;Window.CenterOnScreen;
Window.Caption := 'МножествоЖюлиа';picbox_

height_div_2 := Window.Height.Trunc div 2;picbox_
width_div_2 := Window.Width.Trunc div 2;

var ms := Milliseconds();C := (-0.12375, 0.56508);M 
:= 225;

drawJulia;drawXY(6, 3);drawSpecPoint;
Window.Caption := Window.Caption + ' (' 

+ (Milliseconds() - ms) div 1000 + 's)';
 drawIteration; end.
Данная программа универсальна в том смысле, 

что, меняя значения параметра с, мы получим различ-
ные множества Жюлиа. При одних значениях с поя-
вятся лепестки Ло-Фату, при других значениях с ле-
пестки Ло-Фату будут отсутствовать.

В заключение отметим, что выполнение ММИЗ 
«Циклы, множества Жюлиа и лепестки Ло-Фату» по-
зволяет студентам использовать как математические 
методы, так и информационные и коммуникацион-
ные технологии. Причем информационные техноло-
гии играют не вспомогательную роль, а являются важ-
ным инструментом, позволяющим выявить множества 
Жюлиа, лепестки Ло-Фату и циклы, что развивает 

Выполнение многоэтапного математико-информационного задания...
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у студентов гибкость мышления, интуицию и толе-
рантность к новизне – важнейшие креативные каче-
ства. При выполнении студентами контрольных зада-
ний, связанных с созданием математических моделей 
с помощью информационных технологий, наиболее 
высокие результаты получили студенты, выполнившие 
ММИЗ, представленное в данной статье. Кроме того, 
после выполнения ММИЗ «Циклы, множества Жюлиа 
и лепестки Ло-Фату» интерес студентов к математи-
ке и информатике возрос, что указывает на большое 
значение рассмотренного задания для развития моти-
вации обучающихся к изучению данных дисциплин.
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